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マッチ 3 ゲームの始まりは Bejeweled[3] とされている。その後さまざまなマッチ 3
ゲームが開発された。主なものとしてキャンディークラッシュ [4]やズーキーパー [5]、パ
ズル &ドラゴンズ (パズドラ)[6]などが知られている。
マッチ 3ゲームの計算複雑さに関してもすでに研究が行われている [7, 8]。[7]ではマッ
チ 3ゲームの一つであるキャンディークラッシュが NP完全であることが、[8]では通常
のマッチ 3ゲームの「最低 x 点とれるか」などのいくつかの問題が NP困難であることが
それぞれ示されている。






































パズル &ドラゴンズ (パズドラ)はマッチ 3ゲームの一つであるが、アイテムの動かし











図 2では Aのアイテムを連続移動させ Aのマッチを生成している。





出力：最大 k マス移動できる 1回の連続移動で、x 個のマッチを消すことができるか







定理 1. 連続移動マッチ 3ゲーム問題は NP完全である。
以下本章ではこの定理の証明を行う。
3.2 全体の構成
連続移動マッチ 3 ゲーム問題は NP に属する。これは前述の問題で"yes"となる移動経







盤面は n 個の頂点を持つ次数 3 以下の平面グラフを表現する。平面グラフの格子上へ
の埋め込みについて、[10]では次の定理が示されている。




[10]では (n + 1) × (n + 1) の格子を用いているが、この内両端の列は次数 4の頂点同士
を結ぶために用いている。今回考えるグラフは最大次数が 3なので (n − 1) × (n + 1) の格
子の盤面に埋め込み可能である。図 3の平面グラフを (n − 1) × (n + 1) の格子の盤面に埋
め込むと図 4のようになる。図 4のように埋め込みを行った後グラフの形はそのままに、
図 5のように頂点が格子の中央になるよう n × (n + 2) の格子の盤面に配置する。その後、





図 5: グラフ ( n × (n + 2) の盤面に配置)
本論文では頂点や辺を、それらを表すガジェットを構築して表現する。各ガジェットは
32n × 32nの平行四辺形の盤面である。以降簡単のため c = 32とする。nは平面グラフの

















列の隣に新たな n + 2列のブロック列が追加されている。これは異なるブロック列に存在
するアイテム同士が影響を及ぼしあうことを防ぐために追加する。このために追加する
n + 2個のブロック列全体をスペースブロックと呼ぶ。図 7では 8個のスペースブロック
が存在している。図 7のような状態が最終的な盤面となる。








連続移動マッチ 3ゲーム問題の入力として与える k の値は (辺の長さ)×n − 1、x の値は
k + 1とする。
3.3 各ガジェットの構成













チが生成されるように構成する。水平方向の辺 (図 8(a)または図 8(b))のみの辺ガジェッ




曲がりは図 11の 4パターンとそれらを 180◦ 回転したものの全 8パターンである。鋭角










頂点の次数は 3以下であるので、頂点は入次数 2かつ出次数 1、入次数 1かつ出次数 2、
入次数 1かつ出次数 1のいずれかである。入次数 1かつ出次数 1の頂点は辺とみなすこ
とができる。その辺ガジェットや折れ曲がりガジェットの ( cn2 ,
cn
2 ) に F を配置する。入











図 12: 頂点W とその構成
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(a)頂点 X (b)頂点 X の構成
図 13: 頂点 X とその構成
(a)頂点 Y (b)頂点 Y の構成




(a)頂点 Z (b)頂点 Z の構成
図 15: 頂点 Z とその構成
3.3.4 辺の長さと長さ調節ガジェット
頂点ガジェットでは ( cn2 ,
cn
2 ) の座標に存在するアイテム (図 12∼17 のアイテム F) に
よって生成されるマッチまでを頂点に入る辺、その次以降にアイテムを進めて生成される
マッチを頂点から出ていく辺と考える。辺のマス数がその辺の長さである。
同じ大きさのガジェット (cn × cn)が規則的に並んでいる場合、ある座標を指定した時
その上下左右に存在するガジェットの同じ座標までの距離は cn である。よって辺の長さ




要な場合、図 18のように構成する。この場合横方向の辺は 4行に 1回存在する。左右に
伸びず、その他の部分は最長の場合と同じ構成にした場合の図が図 19である。
図 18 と図 19 のそれぞれの辺の長さを求める。左右に伸びている辺の長さは cn2 − 15
なので右に伸びている部分 (図 18 内の緑色のマス) で稼ぐ長さは 2cn2 − 30 である。ブ
ロック単位で考えると 2n − 1ブロック分 (端数は切り捨てている)の長さとなる。その部
分が cn−88 個存在する。図 2の場合の長さは cn
2 + 2cn − 16である。これをブロック単位
で考えると n + 1ブロック分 (端数は切り捨てている)となる。
上記の長さから長さ調節ガジェットで稼ぐ長さ (ブロック単位)が n + 1以下の場合、図
19の状態から必要な長さになるような高さに変更すればよい。n + 2以上の場合図 19の
状態から図 20のように必要な分右に伸ばしていく。図 20(a)に 1ブロック分長さを追加
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図 16: 頂点のパターン






図 17: 頂点のパターン (ガジェットバージョン)
3.3.5 スペースブロック
異なるブロック列に存在するアイテムに影響が及ぶことを阻止するためにスペース




図 19: 長さ調節ガジェット (必要な長さが n + 1ブロック以下の場合)
(a) (b)
図 20: 長さ調節ガジェットでの長さ調節




図 21: スペースブロック (図内では中央及び端に配置されている)
3.3.6 空白アイテム
グラフを構成するアイテムが存在するマス以外のマスには空白用のアイテムである空
白アイテムを配置する。空白アイテムは 12 種類で図 22 のように配置する。空白アイテ
ムを実際に配置した例が図 23 である。グラフを構成するアイテムの上下では空白アイ
テムの種類のローテーション (1 → 2 → 3 → 1、4 → 5 → 6 → 4、7 → 8 → 9 → 7
、10→ 11→ 12→ 10)を崩さずに空白部分に配置する。
図 22: 空白アイテム
3.3.7 ガジェットのサイズ








ク n 個からなる長さ調節ガジェットは最大で 3n − 7個存在する。これはオイラーの公式
よりグラフが平面的で頂点数が n(≥ 3) 個のとき、辺数は 3n − 6 以下であることを用い
ている。長さが n+2 のスペースブロックは 4n − 8 個存在する。これは異なるブロック
列に頂点が n 個、長さ調節ガジェットが 3n − 7 個存在するとき、右端のブロック列以
外にはスペースブロックを追加するのでその数は 4n − 8となることを用いている。よっ
て横方向の辺の最大ブロック数は (n + n(3n − 7) + (n + 2)(4n − 8) − 1) である。縦方向
の辺のブロック数は n + 2 である。縦方向の辺と横方向の辺が変わる部分はブロックが
共通なので、変わる回数につき 1ブロック分短くなる。最長の辺の長さ (ブロック数)は
(n+ n(3n− 7) + (n+ 2)(4n− 8) − 1) + ((n+ 2) − 1) + ((n+ 2) − 1) = 7n2 − 4n− 15である。
長さ調節ガジェットを考える。長さ調節ガジェットを図 24のように左部分、中央部分、
右部分の 3個に分ける。
図 24: 長さ調節ガジェットを 3パーツに分割
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中央部分の横方向の長さ (ブロック数) は n − 1 であり、4 行に 1 行辺が存在する。こ
の辺が存在する行数は cn4 − 1である。よって中央部分の辺の長さ (ブロック数)の合計は
(n − 1)( cn4 − 1) となる。
(n − 1)( cn4 − 1) ≥ 7n2 − 4n − 15となるように cの値を決める。長さ調節ガジェットで
は横に辺を伸ばして長さを調節する。横方向の辺は 4行に一回存在し往復する。したがっ






ある一手でアイテム E を 1マス動かしたときその操作で動いたアイテムは E と場所を
交換したアイテムだけであり、その他のアイテムは動いていない。よって E を 1マス動






え動かしていたアイテムのマッチも生成される。よって k マスの連続移動で、x = k + 1
個のマッチを消すことができる。















近づける。この時それぞれで必ず最低 3 手以上かかるので合計で最低 6 手かかる。マッ
チの中央となるアイテムの位置を動かした場合、軸となる高さを決めその高さにそろえる
ことにより 4 手でマッチを作ることが可能である (図 25)。3 手でマッチを作ることが可
能か検証する。各アイテムを 1 手ずつ動かす場合、横に 2 個以上つなげることはできな
い。各アイテムを 1手ずつ動かす場合以外では、初期配置から動かないアイテムが存在す










いる 3個のアイテムを用いる場合、2個存在している列に残りの 1個を動かす場合のみ 4
手で同じ列への移動が可能である。しかし 2個のアイテムは初期配置から動いていないの



































不動マッチアイテムは 6 個なのでトリガーアイテムの数は 7 個である。外側のマッチを
生成することになる不動マッチアイテムは 3個でその間にはトリガーアイテムだけでなく
内側のマッチを構成することになる不動マッチアイテムが存在する。この時トリガーアイ







































マッチを生成するのに最低 2 手かかることから 3 個のマッチに 6 手以上必要となる。し














える。この場合縦方向のマッチの数は x 個、横方向のマッチは 1個となる。トリガーアイ
テムのマッチが x + 1個なのでかかる手数は 2x + 2以上である。一方マッチ数はトリガー





を動かし左から 1列目が 9マス、3列目が 18マス分落下した場合図 28(b)の状態になり
これらのアイテムは全てマッチを生成して消える。3列の場合の他のパターンが図 28(c)
と図 28(d)である。4列を考えた場合が図 29(a)である。5列を考えた場合が図 29(b)であ
る。そこで各列で生成される不動マッチアイテムによる縦方向のマッチと別に、横方向の
マッチの数とそれを生成するのに必要な手数を示す。各列で生成される不動マッチアイテ










低 2× (3x+1) = 6x+2手で、生成されるマッチの総数は 3x+ (3x+1) = 6x+1個である。4
個一組の場合必要な手数は最低 4手である。トータルの手数は最低 4× (3x + 1) = 12x + 4
手で、生成されるマッチの総数は 4x + (3x + 1) = 7x + 1個である。5個一組の場合必要
な手数は最低 4手である。これは左右端の列に横方向のマッチと同じ種類のアイテムが存
在する場合である。トータルの手数は最低 4 × (3x + 1) = 12x + 4手で、生成されるマッ
チの総数は 5x + (3x + 1) = 8x + 1個である。以降 6個以上の一組で考えてもかかる手数







の縦方向のマッチが x1, x2, . . . , xk 個の場合、各列のトリガーアイテムの数は少なくとも
3x1+1,3x2+1, . . . ,3xk +1個である。横方向のマッチを作る場合、一つ前の段落で示した
ような手数がかかる。アイテム 1個当たりにかかる手数が最も小さいのは 3個 1組の横方
向のマッチの場合である。この場合 2手で 3個のアイテムを消すことができるのでアイテ
ム 1個にかかる手数は 23 手である。4個以上で 1組の横方向のマッチを生成した場合、ア
イテム 1個にかかる手数は 23 より大きくなり、手数が 3個 1組の場合より多くかかってし
まう。縦方向のマッチについても考える。縦方向のマッチを 1手だけで作ることができて
も、不動マッチアイテムの間にその縦方向のマッチを作る 3個のトリガーアイテムが入る
ことになる。その場合 (ウ)で示したように 2手以上かかるマッチが 3個増える。したがっ
てこのようなマッチを作ってもかかる手数以上のマッチを生成することはできない。この
消し方は損をするだけなので行わないとする。よって縦方向のマッチ 1個に 2手以上かか
ると考えてよい。この場合もアイテム 1個にかかる手数は 23 手である。マッチを生成する
手数から、トリガーアイテムの 3個 1組のマッチを 2手で生成した場合が最も手数が小さ
くなる。トータルでかかる手数は少なくとも 6(x1+x2+· · ·+xk )+2k3 手である。一方トータルで



















図 28: 連鎖により縦方向のマッチが 3列生成されるような構成
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(a)連鎖により縦方向のマッチが 4列生成 (b)連鎖により縦方向のマッチが 5列生成






のマッチが連鎖で消える場合である。頂点W の中心部分 (図 30)を例に説明する。左から
1列目、下から 7行目の C を左から 2列目、下から 7行目のマスに動かした場合、C の縦
方向のマッチが生成された後 F の縦方向のマッチが連鎖して生成される。この場合操作
しているアイテム (E)を左から 2列目、下から 7行目のマスに動かし (図 30(a))その後左
から 1列目、下から 7行目のマスに移動させる (図 30(b))ことでこの連鎖が発生する。し
かしこの図 30(a)の左から 2列目、下から 7行目のマスへの移動はマッチを生成しない移
動である。つまりこの連鎖では 2 手かかって 2 個のマッチが生成される。しかしこの操
作の前後では、1マスの移動で 1個のマッチを作ることができない。そのため正常ルート
以外を通って手数と同じ数のマッチを生成することはできない。したがってハミルトン閉




も指定のマッチ数を消すことはできない。これは k の値は (辺の長さ)×n − 1であり x の
値は k + 1のため、1マスの移動で 1個のマッチを生成する構造である辺を通ってスター





これらの事実よりハミルトン閉路を持たない場合、k マスの連続移動で x = k + 1個の
マッチを生成することは不可能である。





k マスの連続移動で x 個のマッチを消すことができるか」を判定する問題が NP完全であ
ることを示した。
連続移動マッチゲーム問題に関連した問題としては「複数回の移動に分けることもでき
る最大 k マスの移動が可能な場合、x 個のマッチを消すことができるか」などが考えられ
る。この問題の方がより現実のゲームの性質に近いため、その難しさを明らかにすること
は有意義だと思われる。また今回用いたアイテムは 19 種類なので、最低何色あれば NP
完全となるかを明らかにすることが今後の課題である。
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